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Resumen

Esta tesis desarrolla una toolbox analitica y cuantitativa para la maquina de Turing binaria binSMART,
una reconstruccién de dos simbolos de la maquina SMART. La caracterizacion previa de sus movimien-
tos, dada en el Lemma 1 de Concha-Vega y Torres-Avilés, es cualitativa y no cuantifica el tiempo exacto
de cada patrén de bisqueda. Siguiendo la metodologia aplicada por Torres-Avilés sobre SMART, esta
tesis extiende ese marco mediante formulas cerradas de tiempo exacto, demostradas por induccién sobre
las recurrencias asociadas.

A partir de esta toolbox se determina la velocidad de la maquina binSMART, mediante el tiempo
minimo

Ok)=3+T(k—4)= é (-(—1)"*3+2k+1 +3)

necesario para que una configuracion inicial descubra k celdas nuevas de la cinta. También se identi-
fican las configuraciones Optimas y se demuestra que ninguna trayectoria unbounded puede igualar di-
cho tiempo. En consecuencia, el nimero maximo de celdas nuevas descubiertas en tiempo ¢ satisface
m(t) = O(log, ), por lo que binSMART constituye un ejemplo explicito de mdquina minima aperiédica
con crecimiento logaritmico dentro del régimen distorsionado. Estos resultados abren ademads el camino

para estudiar weak mixing y mixing topoldgico en binSMART.
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Abstract

This thesis develops an analytical and quantitative toolbox for the binary Turing machine binSMART, a
two-symbol reconstruction of the SMART machine. The prior characterization of its movements, given
in Lemma 1 by Concha-Vega and Torres-Avilés, is qualitative and does not quantify the exact time of
each bounded-search pattern. Following the methodology applied by Torres-Avilés to SMART, this thesis
extends that framework through closed-form exact-time formulas, proved by induction over the associated
recurrences.

Using this toolbox, the speed of the binSMART machine is determined, via the minimum time
1
Q(k) = 3—|—T(k—4) = 6 (_(_1)k—3 +2k+1 +3)

required for an initial configuration to discover k new tape cells. The optimal configuration families are
identified, and it is shown that no unbounded trajectory can match this time. Consequently, the maximum
number of new cells discovered in time ¢ satisfies m(t) = ®(log, ), so binSMART provides an explicit
example of a minimal aperiodic machine with logarithmic growth in the distorted regime. These results

also open the way to future work on weak mixing and topological mixing for binSMART.



Capitulo 1

Introduccion

En 1936 se formalizé la nocién de maquina de computo como una idealizacién del proceso mediante
el cual un ser humano realiza célculos siguiendo un conjunto finito de reglas mecénicas, introduciendo
el modelo de cabezal, cinta y m-configuraciones que hoy se conoce como maquina de Turing [16]. En
dicho trabajo se demostrd que no existe un proceso general capaz de determinar si una maquina imprime
infinitos simbolos, y a partir de esta indecidibilidad, mediante la construccion de una maquina universal,
que el Entscheidungsproblem de Hilbert no admite solucioén general [16]. Durante mas de medio siglo,
la investigacion sobre maquinas de Turing se concentrd casi exclusivamente en esta pregunta cldsica,
relativa a qué puede computar una maquina y con qué recursos de tiempo o espacio.

No obstante, toda maquina de Turing define asimismo un proceso determinista que evoluciona
sobre un espacio de configuraciones, proceso que puede estudiarse en si mismo, con independencia del
resultado que produzca. En 1997 se formalizé esta perspectiva mediante dos modelos topolégicos que
resuelven el problema de la no compacidad del espacio de configuraciones, denominados modelo de cin-
ta mévil (TMT) y modelo de cabezal mévil (TMH) [11]. Bajo el modelo TMT se conjeturé que toda
madquina de Turing no trivial requiere, para evitar la periodicidad temporal, desplazarse sobre distancias
arbitrariamente largas, de modo que la existencia de al menos un punto periédico constituiria una conse-
cuencia necesaria de dicho modelo [11]. Este trabajo dio origen a una linea de investigacién que combina
la computabilidad con la dindmica topoldgica y simbdlica, en la cual propiedades como la periodicidad,
la transitividad, la entropia y la velocidad de desplazamiento del cabezal se constituyen en objetos de
estudio legitimos.

Esta conjetura fue refutada mediante la construccion de la primera miquina de Turing aperié-
dica, empleando una técnica inspirada en las llamadas recursivas introducidas en 1966 para resolver el
problema de la inmortalidad, consistente en decidir si existe una configuracién desde la cual la mdquina
nunca alcanza un estado dado ni se detiene, problema que también result6 ser indecidible [8, 2]. Dicha
maquina no resultd ser reversible, lo cual dejé abierta la pregunta acerca de la existencia de una mdquina
simultdneamente aperiddica, completa y reversible. Posteriormente se demostré la indecidibilidad de la

aperiodicidad para maquinas reversibles no completas, planteandose explicitamente esta pregunta como



conjetura abierta [10].

La respuesta afirmativa a esta conjetura fue proporcionada por la maquina SMART, de cuatro
estados y tres simbolos, la cual resulta ser completa, reversible, aperiddica, simétrica en el tiempo y topo-
l6gicamente minimal, constituyendo el ejemplo mds pequefio conocido con esta combinacién de propie-
dades [3]. Su aperiodicidad se sustenta en un Lemma 1 que certifica, mediante induccién, la existencia
de cuatro patrones de busqueda acotada, sin cuantificar el nimero de pasos que requiere cada uno de
ellos [3]. A partir de esta construccién se demostrd, mediante una técnica de embedding, que determinar
si una maquina reversible y completa arbitraria posee un punto periédico es indecidible [3]. Esta misma
técnica permitid posteriormente probar la indecidibilidad de la positividad de la entropia topoldgica [6],
en contraste con su computabilidad aproximada [9], y més adelante la indecidibilidad de la positividad
de la velocidad maxima [15].

Dado que la mdquina SMART se encuentra definida sobre un alfabeto ternario, surgio la pregunta
de si existia una reconstruccidn binaria capaz de preservar su dindmica. Esta pregunta fue respondida en
2021 mediante la construccién de binSMART, la cual duplica el nimero de estados internos, de cuatro a
ocho, con el prop6sito de codificar en binario la informacién que SMART almacenaba en su tercer simbo-
lo [4]. binSMART conserva las propiedades de completitud, reversibilidad, aperiodicidad y minimalidad
topoldgica de su predecesora, y su t-shift resulta ser sustitutivo, aunque pierde la simetria temporal ca-
racteristica de SMART [4]. Al igual que en SMART, su aperiodicidad descansa sobre un Lemma 1 que
certifica la validez de ocho movimientos elementales de manera puramente existencial, sin registrar el
nimero de pasos que requiere cada transicion [4].

La maquina binSMART constituye el objeto de estudio central de esta tesis. Para SMART se
demostro, en 2022, que su sistema TMT asociado es topolégicamente débilmente mezclante (weak mi-
xing); sin embargo, no se conoce si binSMART conserva dicha propiedad [14, 4]. Esta pregunta abierta
constituye el punto de partida del presente trabajo. La demostracion de weak mixing en SMART se apoy6
en lemas auxiliares que cuantifican con exactitud el nimero de pasos requerido para sincronizar confi-
guraciones dentro de una ventana de tiempo comdun, y recurrié nuevamente a la técnica de embedding
para demostrar que la mezcla débil, la mezcla topoldgica y la transitividad total resultan indecidibles en
general para miquinas reversibles y completas [14], en paralelo a un resultado andlogo obtenido para
autématas celulares reversibles [12]. Para binSMART, en cambio, no existia hasta la fecha una toolbox
de movimientos con dicha cuantificacién temporal explicita.

La contribucién de esta tesis consiste en la construccion de dicha toolbox cuantitativa, extendien-
do el Lemma 1 de [4] mediante férmulas cerradas, demostradas por induccidn, para el costo temporal
exacto de los ocho movimientos elementales de binSMART, siguiendo la metodologia aplicada poste-
riormente sobre SMART para demostrar su weak mixing [14]. A partir de esta toolbox se aborda el

problema de determinar el tiempo minimo global requerido para que una configuracién inicial descubra



una cantidad arbitraria de celdas nuevas de la cinta, con el propdsito de identificar las familias de configu-
raciones Optimas asociadas a dicho minimo. Este andlisis se extiende, asimismo, a las trayectorias zigzag
propias de binSMART, en las cuales el cabezal alterna de direccién cada vez que escribe o encuentra
un simbolo 1, de modo que la anchura de cada tramo recorrido no es fija ni necesariamente creciente, a
diferencia de la nocién de zigzag basada en una estructura de pila empleada en [5] para caracterizar la
complejidad del lenguaje del t-shift asociado a una maquina. El propésito de esta extension es establecer
si tales trayectorias son capaces de igualar el tiempo de la configuracién ptima unidireccional. Estos
resultados, desarrollados en el Capitulo de Resultados, no resuelven por si mismos la pregunta acerca de
si binSMART es weak mixing, pero constituyen el fundamento cuantitativo sobre el cual dicha pregunta
podria abordarse en trabajo futuro.

El presente informe se organiza de la siguiente manera. El Capitulo de Estado del arte presenta
las definiciones formales y los antecedentes metodoldgicos de esta tesis. El Capitulo de Objetivos e hipo-
tesis formula el objetivo general, los objetivos especificos y las hipétesis de investigacion. El Capitulo de
Metodologia describe la planificacién temporal del trabajo y el cumplimiento de cada objetivo especifico.
El Capitulo de Resultados contiene la construccion de la toolbox de movimientos de binSMART y el ana-
lisis de la configuracién 6ptima, incluyendo su extension a trayectorias zigzag. Finalmente, los capitulos
de Discusion y Conclusiones sitian estos resultados en el contexto de la literatura revisada y proponen

lineas de trabajo futuro, entre ellas el estudio directo de la propiedad de weak mixing en binSMART.



Capitulo 2

Estado del arte

2.1 Definiciones Preliminares

2.1.1 Maquinas de Turing

Definicion 2.1 (Maquina de Turing cldsica). Una maquina de Turing, en su formulacidn clasica [16], es
una quintupla
M = (Q>A7QO7Qf7 5)7

donde Q es un conjunto finito de estados (m-configuraciones), A es un alfabeto finito de simbolos que
incluye un simbolo distinguido Sy € A llamado blanco, qo € Q es el estado inicial, gy € Q es el estado
final o de detencién, y 0 es la funcién de transicion, definida como una funcién parcial sobre Q \ {g}.
El requisito de un simbolo blanco Sy permite representar entradas finitas mediante cintas que son blancas
salvo en un ndmero finito de casillas; el estado inicial g fija el punto de partida del computo, y el estado

final g determina su término, considerdndose que la maquina se detiene si y solo si alcanza dicho estado.

Definicién 2.2 (Configuracion completa). Dada una maquina de Turing M = (Q,A, q0,4¢y, 6), una confi-

guracion completa en una etapa dada es la terna

c=(i,w,q),

donde i € Z es la posicién de la casilla explorada, w € AZ es el contenido completo de la cintay ¢ € Q
es el estado vigente. Un movimiento de M es la transicién de una configuracion completa c a la siguiente,

determinada por la aplicacién de 8 sobre el par (g, w;).

La formalizacién clasica exige un alfabeto con blanco, un estado inicial y un estado final, condi-
ciones orientadas a modelar el cémputo de una funcién sobre una entrada finita. Sin embargo, cuando el
objetivo es estudiar la evolucidn de la maquina como un sistema dindmico, estas tres condiciones dejan de
ser necesarias: no hay una entrada que delimitar (la cinta puede ser bi-infinita desde el inicio), no hay un

computo que iniciar en un estado privilegiado (la evolucidn se estudia a partir de cualquier configuracion),



y no hay un resultado que aceptar mediante un estado final (el objeto de interés es el comportamiento a
largo plazo, no la detencién). Esto motiva la siguiente definicién, adoptada en esta tesis y en la literatura

de sistemas dindmicos sobre maquinas de Turing [11, 3, 4, 14].

Definicion 2.3 (Méquina de Turing, definicion dindmica). Una maquina de Turing es una tripleta
M= (Q,A,9),
donde Q es un conjunto finito de estados, A es un alfabeto finito de simbolos, y
0:0xA—0OxAx{-1,0,1}

es la funcién de transicion. Se dice que M es determinista si 8 es funcional, y completa si O es total
en Q x A. Una configuracién de M es una terna (w,i,q) € AL X7 x Q, y la aplicacién de una instruc-
cién 6(gq,w;) = (¢',s',d) transforma dicha configuracién escribiendo s’ en la posicién i, desplazando la

posicién explorada a i +d y actualizando el estado a ¢'.

A diferencia de la definicion clasica, esta formulacién no distingue estados iniciales ni finales,
ni exige un simbolo blanco: toda configuracién en AZ x Z x Q es admisible como punto de partida, y la
madquina evoluciona indefinidamente salvo que alcance un par (g, s) fuera del dominio de 8, en cuyo caso
se dice que M se detiene. Es esta definicién dindmica, y no la clésica, la que se emplea en el resto de este

informe.

Modelo de quintuplas y modelo de cuadruplas.

La funci6n de transicién 8 de una maquina de Turing puede describirse mediante dos modelos de instruc-
ciones distintos, computacionalmente equivalentes entre si. En el modelo de quintuplas, cada instruccién
tiene la forma (g, s,4’,s’,d), e indica que, estando la mdquina en el estado ¢ y leyendo el simbolo s, escri-
be el simbolo s y se desplaza en la direccién d en una misma unidad de tiempo, transitando al estado ¢';
este es el modelo empleado en la definicién dindmica anterior. En el modelo de cuddruplas, en cambio,
cada instruccidn restringe la accidon de 1a maquina a un dnico paso elemental por unidad de tiempo, siendo
de la forma (gq,s,s’,q’) si escribe (sin desplazarse) o de la forma (g, s,d,q’) si se desplaza (sin escribir),
pero nunca ambas cosas a la vez; en este modelo, cada estado ¢ € Q se clasifica de manera exclusiva
como un estado de escritura o como un estado de movimiento.

Es posible transformar una miquina del modelo de quintuplas a una del modelo de cuddruplas,
y viceversa. De quintuplas a cuddruplas, basta introducir un estado intermedio por cada instruccién, de
modo que la escritura y el desplazamiento se ejecuten en dos pasos consecutivos en lugar de uno solo,

lo que duplica el tiempo de ejecucion de la maquina original. De cuddruplas a quintuplas, basta fusionar



cada par de instrucciones consecutivas de escritura y movimiento en una tnica instruccién, reduciendo el
tiempo de ejecucién a la mitad. Ambas transformaciones preservan el comportamiento de la maquina bajo
la formalizacién clésica, pero afectan su dindmica en el sentido de los sistemas dindmicos: al modificar el
tiempo relativo entre configuraciones, las nociones cuantitativas de velocidad y de costo temporal exacto
de cada movimiento —el objeto de estudio central de esta tesis— dependen del modelo de instrucciones
elegido [15]. Por esta razén, el modelo de cuddruplas es el preferido en el estudio de la reversibilidad,
ya que su inversa se define de manera directa como otra miquina de cuddruplas, intercambiando el orden
de lectura y escritura, mientras que la inversa de una maquina de quintuplas exigiria desplazarse antes de
leer el simbolo correspondiente, lo cual no corresponde a una miquina de Turing bien definida bajo dicho
modelo [15].

2.1.2 Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico topoldgico es un par (X, f), donde X es un espacio métrico compactoy f : X —
X es una funcién continua [11, 1]. Sobre esta estructura se definen nociones fundamentales como los
puntos periédicos (f*(x) = x para algin ¢ > 0), los puntos de equicontinuidad, los atractores y la entropia
topoldgica, que cuantifica la complejidad de las trayectorias del sistema [12, 1]. Dos sistemas dindmicos
(X,f)y (Y,g) se dicen conjugados si existe un homeomorfismo 4 : X — Y tal que ho f = goh, lo cual
permite identificar sistemas estructuralmente equivalentes aunque se definan sobre espacios distintos [12].

Dentro de la clase general de sistemas dindmicos topoldgicos, los sistemas simbolicos constituyen
una subclase particularmente importante, y es precisamente la clase en la que se enmarca esta tesis. Un
sistema simbolico se construye a partir de un alfabeto finito A (con al menos dos simbolos) y del espacio
A” de sucesiones bi-infinitas de simbolos, equipado con la métrica d(x,y) = 27", donde n = min{|i| :
x; # y;} es la posicién de discrepancia més cercana al origen entre x y y [11]. Topolégicamente, A% es
un espacio de Cantor, también llamado discontinuo: informalmente, es un espacio compacto (cerrado
y acotado, en el sentido de que toda sucesién de puntos tiene una subsucesion convergente dentro del
propio espacio), cero-dimensional (se puede separar cualquier par de puntos distintos mediante conjuntos
abiertos y cerrados a la vez, algo que no ocurre, por ejemplo, en un intervalo real) y perfecto (todo punto
es limite de otros puntos del espacio, es decir, no existen puntos aislados) [11]. Esta estructura es la
misma que exhibe, por ejemplo, el conjunto de Cantor clasico en [0, 1], y resulta natural en A% porque
cada sucesion bi-infinita puede pensarse como una rama de un arbol infinito de decisiones, una por cada
simbolo del alfabeto en cada posicién. La dindmica sobre este espacio viene dada por el shift ¢ : AZ — AZ,
definido por o(x); = x;11, y un subshift es cualquier subconjunto cerrado y -invariante de A% [11]. La
diferencia esencial con un sistema dindmico general, entonces, es que en un sistema simbdlico el espacio
de fases no es un continuo (como una variedad o un intervalo), sino un espacio discreto de configuraciones

sobre un alfabeto finito, y la dindmica no es un flujo continuo sino un desplazamiento combinatorio; esta



discretizacion es precisamente lo que hace tratables herramientas como el conteo de palabras, la entropia
combinatoria y los argumentos de compacidad basados en cilindros [11].

Para que una méiquina de Turing pueda estudiarse dentro de este marco simbdlico, es necesario
modificar su formalizacion cldsica en al menos dos aspectos. Primero, la estructura de estados iniciales
y finales, asi como la nocién de aceptacién o rechazo de una entrada, se descarta por completo: basta
con una funcién de transicién 6 : O X A — Q X A x {—1,0,1}, y la computacién puede comenzar en
cualquier estado y proseguir indefinidamente sin necesidad de distinguir un simbolo en blanco ni restringir
el contenido de la cinta a una porcién finita [11]. Lo que antes era el resultado de un computo (aceptar,
rechazar, o detenerse) se reinterpreta dindmicamente como un punto fijo de la evolucién. Segundo, y
mds importante, es necesario resolver el problema de la compacidad del espacio de configuraciones: el
espacio natural Q x Z x AZ, que registra el estado, la posicién del cabezal y el contenido de la cinta, no
es compacto, precisamente porque la posicién del cabezal recorre todo Z sin cota [11].

Este problema se resuelve de dos maneras distintas, dando lugar a dos modelos topoldgicos no
isomorfos entre si [11]. El primero, Turing Machine with Moving Tape (TMT), evita el problema man-
teniendo el cabezal fijo en el origen y desplazando la cinta completa en cada transicion, de modo que el
espacio de configuraciones se reduce a X = Q x A%, que si es compacto y homeomorfo a un espacio de
Cantor en el sentido descrito anteriormente [11]. El segundo, Turing Machine with Moving Head (TMH),
en cambio conserva el cabezal mdvil, pero logra la compacidad insertando el propio estado del cabezal
como un simbolo adicional directamente sobre la cinta, en el alfabeto ampliado QLI A, de modo que la
posicién del cabezal queda codificada en la configuracién misma en lugar de como una coordenada apar-
te; el espacio resultante X; C (QLIA)Z es entonces un subshift (de hecho, un sistema séfico) del espacio
simbdlico completo [11]. En ambos casos, la modificacién clave es la misma: sacrificar la representacion
fisica e intuitiva de la maquina (cabezal moviéndose sobre una cinta fija) a cambio de una representacion
puramente simbdlica y compacta, que es la que permite aplicar sin restricciones el aparato de la dindmica
topoldgica. A partir de este marco se define también el #-shift St, que registra la secuencia de pares (esta-
do, simbolo leido) observados por el cabezal en cada paso, siendo un factor continuo y sobreyectivo del
sistema TMT [11].

2.1.3 Velocidad en MT

La velocidad de una méquina de Turing mide qué tan ripido el cabezal se aleja hacia el infinito en la
cinta, y ha sido formalizada de mds de una manera en la literatura. Una definicién cldsica establece,
para una configuracién ¢, el ndmero s,(c) de celdas distintas leidas durante los primeros n pasos de
la ejecucion, a partir del cual se define la velocidad de la configuracién como el promedio asintético
s(c) = 1im, . 5,(c)/n; la velocidad méaxima de la madquina se define entonces como S(M) = méx, s(c)

[9]. Bajo esta definicion se demuestra que la velocidad méxima y la entropia topoldgica de una maquina



de una sola cinta son computables con precisién arbitraria, y que dicha velocidad mixima es siempre un
nimero racional, alcanzado por una configuracién eventualmente periddica [9]. Esta nocién captura la
deriva promedio del cabezal, pero no distingue si las celdas leidas en cada paso corresponden a territorio
ya conocido o a celdas nunca antes visitadas.

La definicion adoptada en esta investigacién, propuesta en el estudio de la distorsién en mdquinas
de un cabezal[7], se aparta de este enfoque clasico al centrarse directamente en el crecimiento del soporte
de la configuracion, es decir, en la tasa a la que el cabezal descubre celdas nuevas de la cinta, y no en el
promedio de celdas leidas por unidad de tiempo. Si s;(x) denota el nimero de celdas distintas visitadas
por el cabezal en los primeros ¢ pasos a partir de la configuracion x, se define el movement bound de la
maquina como

m(t) = mflxst(x),

cantidad que mide precisamente cudntas celdas nuevas puede conocer, en el peor caso, cualquier configu-
racion de la méaquina hasta el tiempo ¢ [7]. A partir de m(¢) se define la velocidad de 1la maquina M como
m(t
speed(M) = lim mit)

f—oo

el limite

[7]. Bajo esta definicién se establece una tricotomia completa: la maquina tiene movimiento acotado
(y por tanto es preperiddica), o bien m(t) = @(¢/logt) y la maquina es distorsionada (aperiédica con
crecimiento sublineal del soporte), o bien m(r) = O(¢) y la méquina tiene velocidad positiva [7]. En
particular, se demuestra que toda maquina de un cabezal aperiddica es necesariamente distorsionada [7].
Es precisamente esta nocién de m(t), y no la definicién basada en promedio asintdtico, la que se extiende
en esta tesis para binSMART, al determinar el tiempo minimo Q(k) necesario para descubrir k celdas
nuevas y establecer que m(r) = ®(log,?). Complementariamente, se prob6 que decidir la positividad
exacta de la velocidad, en el sentido de la definicidn cldsica basada en promedio asintético, es indecidible

en maquinas reversibles y completas [15].

2.1.4 Las maquinas SMART y binSMART

La méaquina SMART estd definida sobre un alfabeto de tres simbolos {0, 1,2} y posee cuatro estados
internos, denotados b, d, p y g [3]. Su diagrama de transiciones (Figura 2.1) muestra una estructura
simétrica: los estados b y d escriben el mismo simbolo sobre la cinta pero se desplazan en direcciones
opuestas, y ocurre lo anédlogo entre p y g [3]. Cada arco del diagrama, etiquetado de la forma s|s'> o
s|s'<, representa una instruccion que lee el simbolo s, escribe s’ y mueve el cabezal a la derecha (>) o
a la izquierda (<). El estado p actia como nodo central, conectado bidireccionalmente con ¢ mediante
la instruccién 2|0, y unidireccionalmente hacia b (instrucciones 1|1 y 2|2) y desde d (instrucciones 0|2

y 1]0). Los estados b y d estdn ademds conectados entre si por un par de arcos largos etiquetados 0|1,



que constituyen el mecanismo por el cual la mdquina invierte su bisqueda al alcanzar el extremo de un
bloque de ceros. Esta estructura de cuatro estados es la que permite que SMART sea, simultdneamente,
completa, reversible, aperiddica, simétrica en el tiempo y topolégicamente minimal, siendo hasta la fecha

el ejemplo mas pequefio conocido con esta combinacién de propiedades [3].

0|1 <

0|1 »
11w

0[2 -« 2|12 p

2[0» 1|0>
2|10 «
1]1 =
2|12 -

Figura 2.1: Diagrama de estados y transiciones de la maquina SMART, con cuatro estados (b, d, p, ) sobre el
alfabeto {0, 1,2}.

La maquina BINSMART, propuesta en [4], es una reconstruccién de SMART sobre un alfabeto
binario {0, 1}, lo que obliga a duplicar el nimero de estados internos para preservar la informacién que
en SMART codificaba el tercer simbolo [4]. Su diagrama de transiciones (Figura 2.2) posee ocho estados,
denotados 1D, 1D/, 1G, 1G’, 3D, 3D', 3G y 3G/, organizados en dos familias simétricas: los estados
con sufijo D y D’ replican el comportamiento de bisqueda hacia la derecha, mientras que los estados con
sufijo Gy G’ replican el comportamiento simétrico hacia la izquierda. Los pares (1D, 1D') y (3D,3D') —y
andlogamente (1G,1G’) y (3G,3G’)— corresponden a las dos etapas necesarias para codificar en binario
cada movimiento que en SMART se ejecutaba con un solo estado y un simbolo ternario. A diferencia de
SMART, esta reconstruccion no preserva la simetria temporal de la maquina original, ya que no existe un
par de involuciones hg y hy que conjuguen la mdquina con su inversa [4]. No obstante, en [4] se demuestra
que BINSMART conserva las propiedades de completitud, reversibilidad, aperiodicidad y minimalidad
topoldgica de SMART, y que su t-shift es una subshift sustitutiva, generada por una funcién recursiva de
trazas [4]. La demostracién de aperiodicidad y minimalidad se apoya en un conjunto de proposiciones
de movimiento basico —denotadas D (n), Gi(n), D) (n), G| (n), D3(n), G3(n), D5(n) y G5(n)— cuya

validez para todo n € N se establece mediante induccién en el Lemma 1 de [4]: cada movimiento de escala
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n se descompone recursivamente en movimientos de escala n — 1, de forma anédloga a como los estados
de la Figura 2.2 se conectan en cadenas que amplian progresivamente el bloque de ceros explorado.
Este lema constituye la base formal sobre la cual se construye la foolbox de movimientos utilizada en la
presente tesis, dado que cada operacién compuesta sobre la cinta de BINSMART puede expresarse como

una composicion finita de estos movimientos elementales certificados por el Lemma 1 [4].

1|1«

[T
0/0» 11w 0[1»

110 - 0|1 « 0]1»

0/0 « L[1» 0]1 -«
«— S S S S

0|0 « L|O»

Figura 2.2: Diagrama de estados y transiciones de la maquina binSMART, con ocho estados sobre el alfabeto
binario {0, 1}.

2.1.5 Comportamiento de ida y vuelta (zigzag)

Tanto SMART como BINSMART recorren la cinta mediante un patrén de ida y vuelta acotado: el cabezal
se desplaza en una direccidn hasta encontrar un simbolo distintivo, retrocede, y repite el proceso am-
pliando progresivamente el rango de buiisqueda antes de continuar en una nueva direccion [3, 4]. Este
comportamiento recuerda formalmente a lo que en [5] se denomina una zigzag: una maquina realiza un
right-zigzag (o left-zigzag) de anchura N sobre una celda i si existen instantes fo < #; < t, tales que el
cabezal estd en la posiciénienty y tr, yeni+N (o i— N) en t; [5]. Una maquina se dice bounded-zigzag
si la anchura méaxima de sus zigzags es finita, propiedad que en [5] se vincula directamente con la com-
plejidad del lenguaje formal del t-shift asociado: se demostré que una maquina es bounded-zigzag si y
solo si su t-shift S7 es reconocido por un autémata de pila determinista (DPDA), y que si el t-shift es
sofic, la maquina es necesariamente de bounded-cycle [5].

Es importante sefialar, sin embargo, que el comportamiento de ida y vuelta de SMART y BINS-

MART no corresponde al caso bounded-zigzag estudiado en [5], sino a su contraparte de anchura no aco-
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tada. En el marco de [5], la anchura N de cada zigzag estd sujeta a una cota fija, lo que permite codificar
la informacién necesaria para recordar.¢! punto de retorno mediante una pila —de ahf la caracterizacién
via DPDA—. En BINSMART, en cambio, el simbolo distintivo que marca cada punto de retorno (el sim-
bolo 1 en los movimientos elementales del Lema 6.1 de [4]) se desplaza progresivamente hacia el infinito
a medida que avanza la computacion: cada bisqueda de ida y vuelta tiene una anchura n estrictamente
mayor que la anterior, de modo que la sucesién de anchuras {n},>o no estd acotada. Por tanto, BINS-
MART no es bounded-zigzag, y el resultado de equivalencia con DPDA no se aplica directamente a esta
madquina; el marco de [5] es til aqui dnicamente como vocabulario descriptivo para nombrar el patrén
de movimiento —zigzag de anchura creciente—, y no como herramienta de clasificacién de complejidad
del t-shift asociado a BINSMART.

2.1.6 Weak Mixing

El weak mixing (mezcla débil) es una propiedad dindmica mas fuerte que la transitividad topoldgica, de-
finida mediante la condicién de que el sistema producto (X x X, T x T') sea transitivo [14]. Esta nocién
se ubica en una jerarquia estricta: la mezcla topoldgica implica mezcla débil, y esta implica transitividad
total, sin que ninguna de estas implicaciones sea reversible en sistemas de complejidad suficiente [14]. En
[14] se demostrd en 2022 que la mdquina SMART es topoldgicamente débilmente mezclante en su modelo
TMT —y por tanto totalmente transitiva—, y que la mezcla débil, la mezcla topoldgica y la transitividad
total son en general indecidibles para maquinas de Turing, utilizando la técnica de embedding que in-
serta una maquina invitada inocua dentro de una maquina anfitriona [14]. En el contexto mas general de
autématas celulares, en [12] se demostr6 que tanto la mezcla topoldgica como la sensibilidad a condicio-
nes iniciales son propiedades indecidibles incluso para autématas celulares reversibles unidimensionales

[12], un resultado estructuralmente andlogo al obtenido para mdquinas de Turing.

2.1.7 Universalidad fisica

Un eje distinto de investigacion explora el extremo opuesto de controlabilidad dindmica: la universalidad
fisica. En [13] se define una méaquina de Turing como fisicamente universal si, para cualquier region fi-
nita de la cinta y cualquier transformacién deseada sobre su contenido, existe una configuracion del resto
de la cinta y un tiempo de evolucién que implementan dicha transformacién exactamente [13]. Allf se
construye explicitamente una maquina bidimensional de cinco estados y radio uno que es eficientemen-
te fisicamente universal tanto en el modelo de cinta mévil como en el de cabezal mévil, demostrando
ademds que es mixing de todo orden finito en ambos modelos y que carece de Orbitas periddicas en el
modelo de cabezal mévil, condicién necesaria para la universalidad fisica [13]. Este resultado contrasta
con el comportamiento de SMART y BINSMART: mientras estas tltimas son minimales y aperiddicas pero

exhiben un patrén de movimiento altamente estructurado y predecible (las bisquedas acotadas descritas
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por el Lemma 1 y los zigzags de [5]), una maquina fisicamente universal debe ser capaz de generar, a
partir de su propia dindmica interna, cualquier transformacién computable sobre una regién de la cinta,
lo que la sitda en el extremo de mayor control dindmico posible dentro de la jerarquia de propiedades
revisada en este estado del arte [13].

Este marco conceptual —que combina la caracterizaciéon TMT/TMH [11], la construccién y el
Lemma 1 de la toolbox de BINSMART [4], el andlisis de zigzags [5], las técnicas de embedding aplicadas
sobre SMART [3, 14], y el contraste con la universalidad fisica [13]— constituye la base metodoldgica

sobre la cual se sitia el estudio de la dindmica de la mdquina BINSMART y su toolbox asociada.

2.2 Discusion

La construccion de la toolbox de SMART como metodologia a replicar

El antecedente metodolégico mas directo para la toolbox desarrollada en esta tesis no proviene de [3],
sino del trabajo posterior sobre las nociones de mezcla topolégica en SMART [14]. Mientras que la prueba
original de aperiodicidad y minimalidad de SMART en [3] se apoya en un Lemma I puramente cualitativo
—Ilas proposiciones By, D,,, P, y Q,, afirman Gnicamente que la mdquina eventualmente atraviesa cualquier
laguna de ceros de longitud n, sin precisar cuantos pasos requiere para hacerlo—, la demostracién de que
SMART es débilmente mezclante exige una cota temporal explicita: para sincronizar dos configuraciones
distintas dentro de una ventana de tiempo comiin, no basta saber que un movimiento ocurre, es necesario
saber exactamente cudntos pasos tarda en ocurrir [14].

Por este motivo, en la Seccién 3 de [14] —titulada explicitamente “SMART toolbox”— se rees-
criben los movimientos bdsicos de SMART dotdndolos de férmulas cerradas para su duracién exacta. El
Lemma 2 de [14] establece, por induccion sobre n, que atravesar una laguna de n ceros desde los estados
b, d, p o g toma exactamente

Zy=3Z, 1+3=3(3""-1)

pasos, con caso base Zy = 3 verificado por simulacion directa. La demostracion replica exactamente la
estructura recursiva del Lemma 1 de [3] —cada movimiento de escala n se descompone en tres llamadas
a movimientos de escala n — 1 (un Hooper call anidado)— pero en cada paso de la induccién se suman
los tiempos parciales en lugar de solo verificar la existencia de la transicion. A partir de Z,, el Lemma 3
deriva el tiempo intermedio O, = 3"*! correspondiente a una versién truncada del mismo movimiento;
el Lemma 4 cuantifica, mediante 7, ; = 3n+2 (8 3% 1), el tiempo que toma expandir progresivamente el
tamafio de la laguna explorada; y el Lemma 5 cuantifica, mediante K, ; = 5-3""1(8-3% — 1), el tiempo
que toma rellenar la cinta con simbolos positivos tras una bisqueda. Cada una de estas cuatro férmulas se
obtiene por induccién sobre el pardmetro de escala (n o i), reduciendo siempre el movimiento compuesto

a una combinacion aritmética de invocaciones ya cuantificadas de escala menor —exactamente el mismo
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principio de descomposicion recursiva que sostiene el Lemma 1 de la toolbox de BINSMART en [4], solo
que aqui cada paso de la recursion lleva adosado su costo temporal exacto en lugar de solo su validez

cualitativa.

El paper original de binSMART y su Lemma 1

El segundo texto relevante para esta discusion corresponde al articulo original de [4], “A Binary Complete
and Aperiodic Turing Machine”, publicado en el International Journal of Unconventional Computing en
2020. Este trabajo introduce la maquina binSMART como una reconstruccién de dos simbolos de la
dindmica principal de la maquina SMART de [3], y demuestra para ella las propiedades de aperiodicidad,
minimalidad topolégica y transitividad, ademds de probar que su t-shift es una sustitucién primitiva.

En la Seccién 3.2 de ese articulo (“BinSmart’s behavior™), se describen el comportamiento de la

mdaquina mediante ocho proposiciones de movimiento acotado, definidas textualmente como

Dl(n):<IOD 0" 1>}_*<3IG . 1), Gl(n):<1 0" 1%)'—*<1 0" 3lD>

1 0 0" s «( 1 0 0" s s 00 0 1 «( s 0" 0 1

Ds(n) : 0 0 1 r 00 1 . Ga(n): 1 00 0 L 1 0" 0
3D 3D 3G 3G
1 00 0 X 1 0" 0 0 01 «( 0 0" 1

y se enuncia el Lemma 1 bajo la afirmacién dnica de que “D;(n), Gi(n), D}(n), G|(n), D3(n),
G3(n), D4(n) y G4(n) son verdaderas para todo n € N”, demostrada por induccién sobre n, descompo-
niendo cada movimiento de escala n en llamadas anidadas a movimientos de escalan—1yn—2 [4]. La
demostracion es puramente existencial: en cada paso inductivo se verifica que el cabezal efectivamente
transita de la configuracion de la izquierda a la de la derecha, pero en ninglin momento se registra ni se
suma el ndmero de pasos que toma dicha transicién [4].

Este Lemma 1 es, en definitiva, el que define el comportamiento estructural de binSMART —Ias
bisquedas acotadas de unos que dan nombre a la Seccién 3.2— y sobre el cual se construye el resto
del articulo: la aperiodicidad (Lemmas 2 a 4 y Teorema 1), la no simetria temporal (Proposicién 1) y la
minimalidad topolégica (Lemmas 5 a 10 y Teorema 2) se apoyan en la existencia de estos movimientos,
pero ninguna de esas demostraciones requiere ni aporta una cuantificacién del tiempo que toman [4].

Es precisamente esta laguna —una definicién del comportamiento sin cuantificacién asociada— la que
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la construccién de la toolbox de esta tesis busca cerrar, dotando a cada una de estas ocho proposicio-
nes de una funcién de tiempo cerrada y demostrada por induccién, siguiendo el mismo procedimiento

metodoldgico que [14] aplicé posteriormente sobre SMART.

El paper de Kurka y el origen de la conjetura

El tercer texto relevante para esta discusion es el trabajo fundacional de [11], “On topological dynamics of
Turing machines”, publicado en Theoretical Computer Science en 1997. Este articulo formaliza el modelo
de Turing machine with moving tape (TMT) que tanto SMART como binSMART adoptan como marco
dindmico, definiendo el espacio de configuraciones X = Q x AZ como un sistema dindmico topolégico
compacto, sin necesidad de estados inicial o final [11].

En [11] se demuestra que ninguna TMT tiene puntos periddicos atractores (Proposicion 5) y se
caracteriza la propiedad de shadowing en términos de la funcién de posicion relativa a(x,7), que mide el
desplazamiento acumulado de la cabeza hasta el instante 7 [11]. Sobre esta base, se formula la Conjetura
1: “every TMT has a periodic point” [11], es decir, que toda maquina de Turing con cinta moévil posee
al menos una configuracién periddica. Esta conjetura es puramente cualitativa y estructural: no involucra
ninguna cota temporal, sino inicamente la existencia de un punto fijo bajo alguna iteracién de la dindmica.

La conjetura de Kurka fue refutada afios mas tarde, primero por una maquina irreversible [2], y
posteriormente de manera definitiva por SMART [3], que ademds demostré ser reversible, completa y
topoldgicamente minimal —propiedades no vistas antes en el marco TMT—. binSMART [4] extiende
este resultado a un alfabeto binario, preservando la aperiodicidad y la minimalidad topolégica, aunque
perdiendo la simetria temporal de SMART. En ambos casos, la demostracion de aperiodicidad recurre
exactamente a la maquinaria formal introducida en [11]: la funcién de posicién o(x,7) y el anélisis de
retornos acotados (Lemma 3 y Teorema 6 de [11]) son el antecedente directo de los Lemmas 2 a 4 de
binSMART, donde se prueba que ninguna configuracién vuelve a si misma bajo la dindmica [4].

Es importante notar que ni la conjetura original de [11] ni su refutaciéon en SMART o binSMART
requieren cuantificar el nimero de pasos que toma cada movimiento —el marco de [11] trabaja con
la existencia de limites de la funcién de posicién (Iim ¢ (x,#) = +e0), no con su valor exacto [11]—.
Esto refuerza el punto central de esta tesis: la construccién de la toolbox cuantitativa de binSMART
no solo cierra la laguna dejada por el Lemma 1 de [4], sino que ademds aporta un tipo de informacién
—el tiempo exacto de cada movimiento elemental— que el marco topoldgico de [11] nunca necesitd
ni proveyd, abriendo una via cuantitativa sobre un problema que histéricamente se ha estudiado solo de

manera cualitativa.
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El antecedente del speed positiveness problem

Un cuarto texto relevante para esta discusion es el trabajo de [15], “Undecidability of the speed posi-
tiveness problem in reversible and complete Turing machines”, publicado en el Journal of Computer
and System Sciences en 2021. Este articulo define la velocidad de una configuracién ¢ como el limite
asintético s(c¢) = limsup,_, ., s, (c)/n, donde s,(c) es el nimero de celdas distintas visitadas hasta el tiem-
po n, y demuestra que decidir si una miquina de Turing reversible y completa arbitraria admite alguna
configuracién con velocidad positiva es, en general, indecidible [15].

Es importante precisar que esta nocién de velocidad no es idéntica a la cantidad que se cuantifica
en esta tesis: mientras que 5(c) es un limite asintético que solo distingue si la velocidad es positiva o
nula, el objeto de estudio de esta tesis es el nimero exacto de pasos Q(k) requerido para descubrir k
celdas nuevas, para cada valor finito de k. Ambas nociones estdn relacionadas: una cota lineal exacta
como Q(k) = ®(k) implica, en particular, que la configuracién correspondiente tiene velocidad positiva
en el sentido de [15]. Sin embargo, el resultado de indecidibilidad de [15] se refiere a la pregunta binaria
(positiva o no) aplicada a toda la clase de médquinas reversibles y completas, mientras que esta tesis se
restringe a un anélisis exacto y explicito de un caso particular, binSMART, motivado precisamente por
el hecho de que ninguna respuesta general puede heredarse autométicamente de un resultado aplicable a
toda la clase [15].

16



Capitulo 3

Definicion del problema

A pesar de que la maquina SMART ha sido extensamente caracterizada —incluyendo la demostracion de
que es topoldgicamente débilmente mezclante (weak mixing) en su modelo TMT [14]—, no se conoce si
su reconstruccioén binaria BINSMART conserva esta propiedad [4]. La principal dificultad para responder
esta pregunta radica en que, hasta ahora, no se contaba con una toolbox de movimientos elementales sufi-
cientemente desarrollada para BINSMART que permitiera construir y componer las trayectorias necesarias
para verificar (o refutar) la condicién de transitividad del sistema producto (X x X, T x T') exigida por la
definicién de weak mixing [14]. Si bien el Lemma 1 [4] establece la validez de los movimientos bésicos
Di(n), Gi(n), D3(n) y G3(n) para todo n € N, dicho resultado no cuantifica el costo temporal de estos
movimientos ni permite, por si solo, determinar cudl es la configuracién que recorre la cinta en el menor
nimero de pasos posible.

En consecuencia, el problema abordado en esta tesis es doble. Primero, no se dispone de una tool-
box de movimientos con complejidad temporal explicita que permita operar formalmente sobre BINS-
MART para estudiar propiedades dindmicas finas como el weak mixing. Segundo, y como paso previo
indispensable, no se conoce cudl es la configuracién inicial mds rdpida capaz de descubrir k celdas nue-
vas de la cinta, ni el tiempo minimo Q(k) que dicha configuracién éptima requiere para lograrlo, dato que

resulta esencial para acotar cualquier argumento de transitividad o mezcla sobre el sistema.

3.1 Alcance

El alcance de esta tesis se limita a dos contribuciones concretas, concebidas como la base necesaria para

atacar en trabajo futuro el problema de weak mixing de BINSMART:

* Construccion de la toolbox de movimientos. A partir del Lemma 1 de [4], se construye una
toolbox de movimientos elementales para BINSMART (D1 (n), G| (n), D} (n), G| (n), D3(n), G3(n),
D) (n), G4(n)), estableciendo y demostrando por induccién sus tiempos de ejecucién exactos me-
diante relaciones de recurrencia (Lemmas 1-3 del andlisis desarrollado en esta tesis), lo que per-

mite expresar cualquier movimiento compuesto sobre la cinta como una composicién finita de
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movimientos con costo temporal conocido.

* Estudio de la dinimica de velocidad de la configuracion mas rapida. Utilizando la toolbox
construida, se determina el tiempo minimo Q(k) necesario para que alguna configuracién inicial
de BINSMART descubra k celdas nuevas de la cinta sin retroceder, identificando explicitamente las
familias de configuraciones 6ptimas que alcanzan dicho tiempo. Se extiende ademads este resultado
al caso general de trayectorias unbounded (Definicién 1 y Teorema 1 de esta tesis), demostrando
que ninguna trayectoria que cambie de direccién puede igualar el tiempo de la configuracién 6ptima
unidireccional, estableciendo asi que Q(k) es efectivamente el tiempo minimo global para descubrir

k celdas nuevas, independientemente de la direccién de exploracion.

Quedan explicitamente fuera del alcance de esta tesis la demostracién (o refutacion) de que BINS-
MART es weak mixing, asi como cualquier otra propiedad de mezcla o transitividad total del sistema; estos
resultados de velocidad y la toolbox construida constituyen tnicamente el fundamento sobre el cual dicha
pregunta podria abordarse en investigaciones futuras. Cabe sefialar que existe ademds una via alternativa,
de naturaleza puramente algebraica, para abordar esta pregunta: dado que el f-shift de BINSMART es la
clausura del punto fijo de una sustitucién primitiva o (Teorema 3 [4]), es posible estudiar la propiedad
de weak mixing a través del andlisis espectral de la matriz de sustitucidn asociada a ¢ —en particular,
examinando si sus valores propios distintos del valor propio de Perron-Frobenius son o no raices de la
unidad—, sin requerir en absoluto un andlisis cuantitativo de tiempos de recorrido como el desarrollado
en esta tesis. Esta via queda igualmente fuera del alcance del presente trabajo, pero se menciona como
un camino complementario e independiente que investigaciones futuras podrian explorar en paralelo al

enfoque cuantitativo aqui propuesto.
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Capitulo 4

Objetivos e hipotesis

4.1 Objetivos de la Investigacion

4.1.1 Objetivo General

Construir una foolbox analitica y cuantitativa para la miquina de Turing binSMART, que permita descri-

bir, formalizar y demostrar con precisién su comportamiento dindmico.

4.1.2 Objetivos Especificos

1.

Estudiar y comprender las propiedades dindmicas y topoldgicas de la madquina SMART, estable-

ciendo las bases conceptuales para el anélisis de binSMART.

. Formalizar las funciones de paso para las operaciones fundamentales de binSMART, expresando

el costo temporal de cada patrén de comportamiento mediante férmulas cerradas.

. Realizar simulaciones computacionales de la evolucién de binSMART sobre diversas configura-

ciones iniciales, registrando trayectorias y tiempos de computo.

. Identificar y caracterizar patrones de comportamiento a partir de las simulaciones, en particular las

configuraciones que minimizan el nimero de pasos para descubrir k celdas nuevas.

Demostrar matematicamente los patrones obtenidos en las simulaciones, estableciendo cotas infe-
riores y superiores para el tiempo de exploracién de k celdas bajo cualquier configuracion inicial

posible.

4.2 Hipotesis

Se hipotetiza que es posible construir una toolbox analitica de movimientos elementales para binSMART

—formalizando los patrones recursivos de busqueda descritos en el Lemma 1 [4] mediante funciones de

paso con costo temporal cerrado— que resulte suficiente para describir con precisién cualquier trayectoria
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de la miquina sobre la cinta, sin necesidad de recurrir a simulacién exhaustiva. Se espera que dicha
toolbox, al sistematizar lemas auxiliares sobre el costo de recorrer segmentos de cinta y de retornar sobre
posiciones ya visitadas, junto con los patrones de induccién propios de binSMART, permita derivar de
manera rigurosa y reproducible cotas exactas sobre el comportamiento dindmico de la maquina.

En particular, se conjetura que existe una configuracion inicial (o familia de configuraciones) que
resulta Optima en el sentido de minimizar el nimero de pasos necesarios para descubrir k celdas nuevas
de la cinta, y que dicho tiempo minimo puede expresarse mediante una férmula cerrada dependiente de
k. Asimismo, se hipotetiza que ninguna otra configuracién inicial —incluyendo aquellas cuya trayectoria
recorre celdas en ambas direcciones (unbounded)— puede igualar dicho tiempo minimo, de modo que
la configuraciéon 6ptima identificada sea efectivamente Optima a nivel global y no solo dentro de una
clase restringida de trayectorias. Se espera, ademds, que el marco analitico desarrollado sea extensible
al estudio de propiedades dindmicas andlogas en otras maquinas de Turing binarias, mas alla del caso

particular de la velocidad de exploracién abordado en esta tesis.
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Capitulo 5

Metodologia

La metodologia de esta investigacion se organiza en torno a los cinco objetivos especificos planteados en
el capitulo anterior, junto con una planificacién temporal que distribuye las tareas a lo largo del desarrollo
del proyecto. La tesis se inicié en 2025, y la planificacion original proyectaba su cierre dentro del segundo
semestre de ese mismo afio académico.

En una primera etapa (primer semestre de 2025), se cumplié el Objetivo 1, consistente en el
estudio y comprension de las propiedades dindmicas y topoldgicas de la maquina SMART, asi como
de los trabajos previos asociados (Ktrka [11], Cassaigne, Ollinger y Torres-Avilés [3], Concha-Vega y
Torres-Avilés [4], entre otros). Este proceso permitié consolidar la base conceptual y técnica necesaria
—nociones de aperiodicidad, minimalidad, reversibilidad y t-shift— para extender dichas ideas al caso
binario de binSMART. Esta fase inicial tomo la totalidad del primer semestre, ya que involucrd un estudio
exhaustivo de las nociones dindmicas, los resultados formales disponibles en la literatura y las técnicas
de demostracién empleadas, en particular el Lemma 1 [4], que establece la validez de los movimientos
basicos de binSMART y constituye el punto de partida de la toolbox construida en esta tesis.

Para el segundo semestre de 2025 se proyectd la realizacidn de los siguientes objetivos:

¢ Objetivo 2 (Formalizacion de las funciones de paso de binSMART): se destinaron alrededor
de 6 semanas a la definicion rigurosa de las operaciones elementales de la toolbox (D (n), G;(n),
Ds(n), G3(n), entre otras), demostrando por induccién sobre el modelo TMT las formulas cerradas
que cuantifican su costo temporal, entre ellas 7'(n) = %(—(—1)’”rl +2"75 —15), asf como las
funciones derivadas M(n) y Z(n) que expresan el costo de los movimientos compuestos en términos

de T (n). Este objetivo se complet6 dentro del plazo estimado.

* Objetivo 3 (Simulaciones computacionales de binSMART): se destinaron aproximadamente 5
semanas a la implementacién de un simulador de la evolucién de binSMART sobre el modelo
TMT, ejecutando la maquina sobre multiples configuraciones iniciales —variando el estado inicial
g € Qy el contenido de la cinta— con el fin de registrar trayectorias, tiempos de computo y el des-

plazamiento acumulado o (x,7) de la cabeza en cada paso. Cabe precisar que, bajo el modelo TMT

21



adoptado en esta tesis, el cabezal permanece fijo en el origen y es la cinta la que se desplaza en cada
transicion; o(x,¢) registra por tanto la posicion relativa efectiva de exploracion, y no un desplaza-
miento fisico del cabezal. Este objetivo también se completd dentro del plazo estimado, generando

la evidencia empirica necesaria para orientar la busqueda de patrones en la etapa siguiente.

* Objetivo 4 (Identificacion de patrones de comportamiento): originalmente se habia proyectado
un periodo de 4 semanas para este andlisis, centrado en el estudio sistematico de las ramas de eje-
cucién posibles segun el estado y el simbolo inicial del cabezal, descartando las configuraciones
que alcanzan la posicioén k en un tiempo mayor al minimo observado. Sin embargo, la exhausti-
vidad requerida para descartar rigurosamente cada rama de ejecucién —incluyendo los sub-casos
anidados que aparecen al analizar los estados 3D, 1G’ y sus transiciones asociadas— result6 con-

siderablemente mas compleja de lo anticipado, extendiendo esta etapa mds alld del plazo original.

* Objetivo 5 (Demostracion matematica de los patrones): de manera similar, la formalizacion
rigurosa de los patrones observados —en particular la demostracion de los lemas de costo de seg-
mento y costo de retorno, y su generalizacion al Teorema 1 sobre trayectorias zigzag— demandé un
esfuerzo de demostraciéon mayor al proyectado inicialmente en 5 semanas, dado que fue necesario
establecer cotas inferiores validas para fodas las configuraciones iniciales posibles, y no solo para

las familias 6ptimas identificadas empiricamente en el Objetivo 4.

En conjunto, los Objetivos 4 y 5 tomaron considerablemente mas tiempo que el estipulado origi-
nalmente en la planificacion del segundo semestre de 2025, extendiéndose el desarrollo de la investigacién
hasta junio de 2026. Este retraso se explica principalmente por la naturaleza combinatoria del andlisis de
ramas requerido para garantizar que Q(k) correspondiera efectivamente al tiempo minimo global —y no
solo a un minimo local observado en simulacién—, asi como por la necesidad de formalizar el caso de
trayectorias zigzag mediante los lemas auxiliares de costo de segmento y costo de retorno, cuya demostra-
cién por induccién requirié maltiples iteraciones de refinamiento antes de alcanzar una prueba completa y
correcta. A pesar de esta extension de plazos, la planificacién permitié que cada etapa contara finalmente
con el tiempo necesario para avanzar desde la formalizacion tedrica de la toolbox (Objetivo 2), pasando
por la exploracién computacional (Objetivo 3) y la caracterizaciéon empirica de patrones (Objetivo 4),
hasta la validacién matematica rigurosa de dichos patrones (Objetivo 5), de modo que las conclusiones
del estudio —en particular la optimalidad global de Q(k)— no dependieran tinicamente de la evidencia

empirica obtenida en simulacion.

22



Capitulo 6

Resultados

6.1 Construccion de la toolbox de binSMART

En esta seccién se construye la toolbox de movimientos elementales de la mdquina BINSMART, exten-
diendo el Lemma 1 [4] mediante el cdlculo explicito del costo temporal de cada patrén de comportamien-
to. El objetivo es expresar, para cada movimiento bésico, una férmula cerrada que cuantifique el nimero
exacto de pasos que la maquina requiere para ejecutarlo, de modo que estas férmulas puedan combinarse

posteriormente para analizar trayectorias arbitrarias sobre la cinta.

6.1.1 Movimientos de escala n: D} y D3

Lema 6.1. Consideremos
T(n)=— (—(=1)""+2" —15).

Entonces, para binSMART y para todo n > 0, se cumple:

1 0 0" s 1 00" =
D}: 0,1 HT )
1 (vs E{ ’ }) 1D/ 1D/
s 0" 0 1 n s 0" 01
G):(Vse{0,1}) G T (n) o
Dy : 0 0" 1 LT(n) 0 0" 1
3D 3D
Gy 10" 0 T(n) 1 00
3G 3G

Demostracion. Hacemos una induccién sobre n. Solamente demostramos D y D3, ya que G} y G3 son

simétricas por reflexion espacial.

Base de induccion n = 0.
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Para Ds(0) Para D/ (0)

F Un paso > F Un paso
F Un paso ) F Un paso
1
)  Un paso ) F Un paso
3
Ambas pruebas toman 7 (0 é (—1)+2°— 15) = 3 pasos, y por simetria espacial, también
G1(0) y G3(0).
Base de induccion n = 1.
Para D5(1) Para D/ (1)
001 F Un paso o , 0 s F Un paso
3D 1D
0 01  Un paso 10 F Un paso
1D 1G
0! 111)/ ) = Un paso ! 3}), 0 s F Un paso
0 1 1 F Un paso bo , ) +Un paso
3G 1D
0 , 01 F Un paso o  Un paso
3G 1G
0 01 F Un paso Lo hs F Un paso
3D 1G
00 1 F Un paso b F Un paso
1D 3D
0 3(();/ : ) = Un paso ho 311), > = Un paso
0 0 1 - 1 0 0 = -
3D 1D
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Ambas pruebas toman 7' (1) = é (—=(=1)*+2°—15) =8 pasos, y por simetria espacial, también
Gi(1)y Gs(1).

Paso inductivo. Supongamos que el resultado es verdadero para n — 1 y n — 2, y probemos para n.
Para Dj:
0 00 03
3D

01 0 073 0 1
1D

01 0 03 0 1
1904

1 0 o3 0 1

3G

1 0 03 0 1

3G

0 0 0 03 0 1

3D

00 03 0 1
3D

0 1) F Dos pasos
FD|(n—2)

F Un paso

o

FG3(n—2)

o

F Dos pasos

|—D3(l’l— 1)

o

Para D:

1 003 00 0 s

1D

1 0030 0 0 s

1D’

1 0073 0 1 1 s
1G’

1 0 073 0 1

1G/

1 0 03 0 1 1 s

3D
1 003 01 1
3D

100300 0 s>

FDj(n—1)
F Dos pasos

FG(n—2)

—_
9

F Un paso

FD3(n—2)

F Dos pasos

904

Por hipétesis de induccién, cada subcomputacion ya demostrada puede reemplazarse por su tiem-

25



po correspondiente:
Di(n—1), D3s(n—1) ~ T(n—1), Di(n—2), Gi(n—2), D3(n—2), G3(n—2) ~> T(n—2).

En efecto, en las configuraciones intermedias reaparece el mismo patrén ya probado, pero sobre
ventanas mas pequeflas; por eso se invocan las instancias n — 1 o n — 2 de las proposiciones inductivas.

Asi, al sumar los tiempos de la computacién para D) o D3, se obtiene la recurrencia:
T(n)=T(n—1)4+2T(n—2)+5.
Aplicando la hipétesis de induccion:
T(n)=Tn—1)4+2T(n—2)+5
1
(_(_1)11 + 2n+4 . 15) . 8 (_(_l)n—l +2n+3 _ 15) 45
—(=1)" 42" —154+2(=1)"+2""* = 30) +5

(—1)"+2" —45) +5

~—~ o~

(—=1)"+2" —15).
Finalmente, reescribiendo el signo del término (—1)" para que coincida con la forma enunciada,

(—(=1)"+2" —15). O

T (n) :é

6.1.2 Movimientos compuestos: D; y G|

Lema 6.2. Consideremos
M(n) == (—(—1)" + ot —9) .

Entonces, para binSMART y para todo n > 0, se cumple:
0o 0" 1 L M(n) 1 0" 1
1D 3G

10" 0 iy (101
1G 3D

D]I

Gli

Demostracion. Usamos el Lema 6.1 para construir una prueba directa. Demostramos tinicamente D1, ya
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que G es simétrica.

n—2
000 0 1) F Un paso

1D
1 0 072 0 1
D FDj(n—1)
n—2
100 0 1, F Un paso
1D
1 0 02 0 1
FDs3(n—1
3G 3(n=1)
1 0 0% 0 1
3G

El costo total resulta de sumar los dos pasos sueltos con las dos invocaciones a movimientos de escala

n— 1 certificados por el Lema 6.1:

1
M(n):2T(n—1)+2:g(—(—l)"+2”+4—9). O
6.1.3 Movimientos de transicién: D} y G
Lema 6.3. Consideremos .
Z(n) = ¢ (=(=1)"+2"*-9).

Entonces, para binSMART y para todo n > 0, se cumple:

p. (10 z (1000
~ 3D/ 3G

c. [0 01 Lz (00" 1
3\ 3G 3D

Demostracion. Usamos el Lema 6.1 para construir una prueba directa. Demostramos dnicamente D5, ya

que G} es simétrica.

n—1
1o 0 O, F Un paso
3D
1 ot 0 o
FGis(n—1
3G 3 =1)
1 0" 0 0 n
3G

El costo total resulta de sumar el paso suelto con la invocacién al movimiento de escala n — 1 certificado
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por el Lema 6.1:

Zn)=Tn—1)+1=—(—(-1)"+2"*-9). O

N =

6.2 Analisis de configuraciones iniciales: velocidad de binSMART

En esta seccién aplicamos la toolbox construida en la Seccién 6.1 para resolver el problema central de esta
tesis: determinar, entre todas las configuraciones iniciales posibles de BINSMART, el nimero minimo de
pasos necesarios para descubrir k celdas nuevas de la cinta —es decir, celdas que la cabeza no ha visitado
previamente—, sin imponer restriccién alguna sobre la direccion en que estas celdas se descubren.

Para abordar este problema en toda su generalidad, procedemos por etapas de creciente com-
plejidad. En primer lugar, estudiamos el caso mds restringido: trayectorias que descubren las k celdas
exclusivamente hacia un lado, digamos hacia la derecha, sin visitar en ningdn momento posiciones a la
izquierda de la posicién inicial. Este caso, mds simple de analizar, es también el punto de partida natu-
ral, ya que toda trayectoria que descubre celdas en una sola direccién puede reducirse a él. En segundo
lugar, extendemos el resultado al caso en que la trayectoria se mueve exclusivamente hacia la derecha o
exclusivamente hacia la izquierda. Finalmente, en la etapa mds general, consideramos trayectorias que
descubren celdas en ambas direcciones simultineamente —trayectorias unbounded—, y examinamos si
alguna combinacién de movimientos hacia la izquierda y hacia la derecha puede igualar el tiempo ob-
tenido por una trayectoria puramente unidireccional. Veremos que el resultado obtenido en la primera
etapa no solo resuelve el caso restringido, sino que resulta ser también la referencia natural con la cual
comparar el problema general planteado al inicio de esta seccion.

Consideramos entonces, para la primera etapa, todas las configuraciones iniciales posibles: cabe-
zal en posicién 0, estado g € 2, sobre una cinta ¢ € {0, 1}**!. El objetivo es determinar cudl configura-
cion alcanza la posicidn k en el menor nimero de pasos, sin visitar la posiciéon —1. Definimos el tiempo

minimo candidato como

0 =3+ T(k—4) = £ (~(-1 421 43), T()

< (= (=11 42" —15).

1
6
Observacion (Casos base k = 1,2,3). Para k € {1,2,3}, se tiene Q(k) = k. En efecto, cada instruccion
de binSMART desplaza el cabezal exactamente una posicion por paso, de modo que alcanzar la posicién

k desde la posicion inicial O requiere al menos k pasos; esta cota se alcanza explicitamente mediante las

configuraciones
Q(1) =1con [0,0]p, 0(2) =2con[1,1,0], 0(3) =3 con [1,0,0,0]¢.

La formula general Q(k) =3+ T (k —4) solo se demuestra —y solo es necesaria— para k > 4, rango en
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el cual T'(k—4) estd bien definida (k — 4 > 0, condicién exigida en el Lema 6.1).

6.2.1 Estados que alcanzan la posicién —1
6.2.1.1 Estado inicial 1D’

Por las transiciones de binSMART:
(1D',0) — (1G, 1, +), (1D';1) — (3G, 1, +).

Para cualquier simbolo ¢y € {0,1} en posicién 0, la cabeza se mueve a la posicion —1 en el primer paso.
Toda configuracion con estado inicial 1D’ queda descartada. H

6.2.1.2 Estado inicial 3G

Por las transiciones:
(3G,0) — (1G, 0, +), (3G,1) = (3G, 0, +).

Para cualquier simbolo ¢y € {0, 1}, la cabeza se mueve a la posiciéon —1 en el primer paso.
Toda configuracién con estado inicial 3G queda descartada. H

6.2.1.3 Estado inicial 3D’

Por las transiciones:
(3D',0) — (3G, 0, «), (3D',1) — (1D, 0, —).

e Si ¢g = 0: la cabeza va a posicion —1 en el primer paso. Toda configuracién con ¢y = 0 queda

descartada.

* Sicg = 1: la ejecucién comienza escribiendo 0 en la posicién O y moviendo la cabeza a la posicién

1, con estado 1D'. La configuracion inicial tiene entonces la forma

1 Cl Ck
3D ’

pero, recordando que en la celda original habia un 1, tras el primer paso queda
0 ¢ -
1D/ '
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Por las transiciones de 1D/,
(1D’,0)—>(1G, 1, <), (1D',1)—>(3G7 1, <),

en ambos casos la cabeza se mueve una posicién a la izquierda. Por lo tanto, desde la posicién 1 la

madquina retrocede a la posicién 0, ya sea pasando a estado 1G o a estado 3G.

A partir de ahi, la dindmica continda necesariamente hacia la izquierda:
(1G,0) — (1G', 1, +), (3G,0) — (1G, 0, <),

y ambos estados siguen desplazdndose hacia la izquierda. En particular, una vez que la mdquina
entra en 1D’, no existe una transicion que permita avanzar hacia la derecha antes de visitar la
posicién —1.

Por consiguiente, toda configuracién con ¢o = 1 y estado inicial 3D’ termina alcanzando la posicién

—1 en tiempo finito. Queda descartada. l

Toda configuracion con estado inicial 3D’ queda descartada. H

6.2.1.4 Estado inicial 1G

Por las transiciones de binSMART,
(1G,0) — (1G',1,+), (1G,1) = (3D',1,—).

Si cg = 0, la cabeza alcanza la posicién —1 en el primer paso. Por tanto, toda configuracién con
estado inicial 1G y ¢y = 0 queda descartada.
Supongamos ahora que ¢y = 1. La cabeza avanza a la posicion 1 con estado 3D’. Se distinguen

dos casos segtin c;.

* Si ¢; =0, por la transicién (3D',0) — (3G,0,+), la cabeza retrocede a la posicién 0 con estado
3G. Como en dicha posicion se encuentra el simbolo 1, se aplica (3G, 1) — (3G’,0,+), y la cabeza

alcanza la posicién —1. Descartada.

* Sic; =1, por la transicién (3D',1) — (1D’,0,—), la cabeza escribe 0 en la posicién 1 y avanza a
la posicion 2 con estado 1D'. Las transiciones de 1D’ hacen que la cabeza retroceda a la posicion

1, escribiendo 1 en la posicién 2. La configuracién queda

1 0 1 ¢3 ¢
( J ) q €{1G,3G}.
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Se distinguen dos subcasos segin ¢'.

* Si¢ = 1G: por la transicién (1G,0) — (1G’,1,+), la cabeza escribe 1 en la posicion 1 y retrocede

1 1 1 ¢3 ¢
1G ’

Esta configuracion coincide exactamente con el caso cg = 1, ¢; = 1 del analisis del Estado inicial

a la posicion 0, obteniendo

1G’ (Seccioén 6.2.3.1), donde ya se demostré que dicha rama alcanza la posicién —1 en tiempo

finito. Descartada.

* Si ¢’ = 3G: por la transicién (3G,0) — (1G,0,+), la cabeza no modifica la posicién 1 (permanece

en 0) y retrocede a la posicién 0, obteniendo

1 0 1 Cc3 - Ck
1G '

Esta es exactamente la configuraciéon con estado inicial 1G y ¢; = 0, ya resuelta al comienzo de

esta misma subseccion. Descartada.

En consecuencia, toda configuracién con estado inicial 1G queda descartada.

6.2.1.5 Estado inicial 1D

Por las transiciones
(1D,0)—>(1D’,1,—>), (1D,1)—>(3G’,1,e).

Si ¢o = 1, por la transicién (1D, 1) — (3G’, 1,+), la cabeza escribe 1 en la posicién 0 y retrocede
a la posiciéon —1 en el primer paso. Descartada.

Si cgp =0, por la transicién (1D,0) — (1D',1,—), la cabeza escribe 1 en la posicién 0 y avanza a

1 Cl .. Ck
1D/ ’

Por las transiciones de 10, la cabeza retrocede a la posicién 0 en ambos casos, escribiendo 1 en

la posicién 1 con estado 1D':

la posicién 1 si ¢; = 0, o conservandolo sin cambios si ¢; = 1. En cualquier caso, la posiciéon 1 queda en

1, y se distinguen dos subcasos segin el estado resultante.

* Si el estado es 1G: la configuracién es

1 1 ¢ ¢
1G ’
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que coincide exactamente con el caso ¢y = 1, ¢; = 1 del Estado inicial 1G (Seccién 6.2.1.4), ya

analizado. Descartada.

* Si el estado es 3G: la configuracion es

1 1 cy - Ck
3G ’

que coincide con el Estado inicial 3G (Seccién ??), ya demostrado descartado para cualquier

contenido de la cinta.

Por tanto, desde el estado 1D con ¢y = 0, la maquina siempre queda descartada, independiente-
mente del contenido del resto de la cinta.

Toda configuracion con estado inicial 1D queda descartada. l

6.2.2 Estados descartados por ser mas lentos que Q(k)
6.2.2.1 Estado inicial 3D

Por las transiciones:
(3D,0) — (1D, 0, —), (3D,1) — (3D', 0, —).

* Si ¢p = 1: por la transicién (3D,1) — (3D’,0,—), la cabeza escribe 0 en posicién 0 y avanza a

posicion 1 con estado 3D'. Se distinguen dos sub-casos segun c;:

- Si ¢; = 0: la cabeza retrocede a posicion 0 con estado 3G. Por la transiciéon (3G,0) —

(1G, 0, <), la cabeza retrocede a posicién —1. Descartada. l

— Si ¢y = 1: la cabeza escribe 0 en posicién 1 y avanza a posicién 2 con estado 1D’. Por las
transiciones de 1D’, en ambos casos la cabeza escribe 1 en posicion 2 y retrocede a posicion

1. Se distinguen dos sub-sub-casos segtn el estado resultante:

x Si el estado es 1G: por la transicién (1G,0) — (1G’, 1, +), la cabeza escribe 1 en
posicién 1y retrocede a posicién 0. Por la transicién (1G’,0) — (1D, 1, —), la cabeza
escribe 1 en posicién 0 y avanza a posicién 1. Por la transicién (1D,1) — (3G, 1, «),
la cabeza retrocede a posicién 0. Por la transicién (3G’,1) — (1G', 0, ), la cabeza
retrocede a la posicién —1. Descartada. B

x Si el estado es 3G: por la transicién (3G,0) — (1G, 0, <), la cabeza retrocede a posicioén
0. Por la transicién (1G,0) — (1G’, 1, <), la cabeza escribe 1 en posicién 0 y retrocede

a la posiciéon —1. Descartada. B

32



* Si ¢ = 0: por la transicién (3D,0) — (1D,0,—), la cabeza escribe 0 (no cambia) y avanza a

posiciéon 1 con estado 1D. Se distinguen dos sub-casos segin cy:

- Si ¢ = I: por la transicién (1D, 1) — (3G, 1, ), la cabeza escribe 1 y retrocede a posicién
0. Por la transicién (3G’,0) — (3D, 0, —), la cabeza avanza a posicién 1, donde ahora hay un
1. Esto reproduce exactamente la Rama A.1 del estado 3G’, ya demostrada como descartada.
Descartada. B

- Si¢; = 0: por la transicién (1D,0) — (1D/, 1, —), la cabeza escribe 1 en posicién 1 y avanza

a posicién 2 con estado 1D’. La configuracién queda:

01 2 o Ck
1D’ '

Esto corresponde al patrén D' (n) del Lema 6.1 con n =k —3 y s = ¢, cuya ejecucion tarda

T (k — 3) pasos adicionales. El tiempo total desde el estado inicial 3D es:
24T(k—-3).

Como T es estrictamente creciente y k —3 > k —4 para todo k > 4, se tiene T(k —3) >
T(k—4),y por tanto:
24T (k—3)>34+T(k—4)=Q(k).

Esta es la configuracion més rdpida alcanzable desde el estado inicial 3D, pero aun asi supera
a Q(k). Més lenta que Q(k). &

Toda configuracion con estado inicial 3D queda descartada o tarda mas que Q(k). B

6.2.3 Estado inicial 3G’: configuracién éptima
Del andlisis de ramas del estado 3G’:
* ¢o=1:(3G,1) = (1G',0,+), la cabeza va a posicién —1 en el primer paso. Descartada. ll
* ¢9g=0,c; =1, c; =0 (Rama B.0): tras 5 pasos la cabeza alcanza la posicién —1. Descartada. B

e ¢9=0,c; =1,c; =1 (Rama B.1): la cabeza retrocede desde posicion 3 con estado 1D’ y alcanza

la posicién —1 en 9 pasos (sufijo 1) o 13 pasos (sufijo 0), para todo k > 4. Descartada. l

*¢g=0,c1 =0, co =1 (Rama A.l): tras 3 pasos la cinta tiene 1 en posicién 2 y la dindmica
reproduce la Rama B, ya descartada. La cabeza alcanza —1 en 11 pasos (sufijo 0) o 17 pasos (sufijo
1), para todo k > 5. Descartada. B
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* ¢g=0,c; =0, c; =0 (Rama A.0): los tres primeros pasos producen:
(3G',0) = (3D, 0, —), (3D, 0) — (1D, 0, —), (1D, 0) — (1D', 1, —).

La cinta queda con 1 en posicién 2, cabeza en posicion 3, estado 1D':

oo0o1 0 -
904

Esto corresponde exactamente al patrén D (k—4) del Lema 6.1. La cabeza avanza desde posicién

3 hasta posicion k en exactamente 7 (k — 4) pasos. El tiempo total es:

Q) =3+T(k—4). v

6.2.3.1 Estado inicial 1G’
Por las transiciones:

(1G',0) = (1D, 1, =), (1G',1) = (3D, 1, —).
Caso ¢y = 0.

La cabeza escribe 1 en posicién 0, avanza a posicién 1 con estado 1D. Esto reproduce exactamente la
situacion del estado inicial 1D con ¢y = 0, ya analizado, cuyo tiempo minimo es 1+ 7(k—2) > Q(k).
Descartada. B

Casocy=1.

La cabeza escribe 1 (no cambia), avanza a posicion 1 con estado 3D. Leemos c;. Se abren dos sub-ramas:

e ¢y =1:(3D,1) — (3D',0,—), avanza a posicién 2 con estado 3D’, que siempre alcanza —1. Des-
cartada. l

* ¢y =0: (3D,0) — (1D,0,—), avanza a posicién 2 con estado 1D. Luego, si ¢, = 0: (1D,0) —
(1D, 1, —), escribiendo 1 en posicién 2, avanzando a posicién 3 con estado 1D'. Esto corresponde
exactamente al patrén D' (k—4) del Lema 6.1, cuya ejecucion tarda T'(k —4) pasos adicionales. El
tiempo total es:

34T(k—4)=0(k). Vv

Sicy=1: (1D,1) = (3G, 1,4+ ), retrocede a posicién 1y entra en la dindmica de Rama A.1 del
estado 3G/, ya descartada. Descartada. l
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Por lo tanto, las tnicas configuraciones con estado inicial 1G’ que alcanzan la posicién k en

tiempo Q(k) son aquellas con ¢y = 1, ¢; =0, ¢, = 0, es decir la familia

1 00O0 -0
1G

Todas las demds configuraciones con estado inicial 1G’ se descartan o tardan més que Q(k).

Antes de abordar el caso general de trayectorias unbounded, notamos que el andlisis anterior,
realizado integramente para el lado derecho, se traslada de manera inmediata al lado izquierdo. En efecto,
BINSMART exhibe una simetria espacial entre sus estados de avance y retroceso: intercambiar sistema-
ticamente los estados 1D <+ 1G y 3D < 3G en cada transicion de la maquina, junto con la reflexién de
la cinta respecto a la posicién inicial, transforma toda trayectoria que descubre k celdas hacia la dere-
cha en una trayectoria que descubre k celdas hacia la izquierda, preservando exactamente el nimero de
pasos empleado. Por tanto, si una configuracion inicial alcanza la posicion k en tiempo Q(k) sin visitar
la posicién —1, su configuracién simétrica alcanza la posiciéon —k en el mismo tiempo Q(k) sin visitar
la posicion 1, y viceversa. En particular, esto implica que Q(k) es también el tiempo minimo para des-
cubrir k celdas exclusivamente hacia la izquierda, y que las familias dptimas identificadas para el lado
derecho tienen sus contrapartes simétricas exactas del lado izquierdo. Con esta equivalencia establecida,

resta Unicamente considerar el caso en que ambas direcciones se exploran simultdneamente.

6.2.4 Configuraciones que descubren celdas en ambas direcciones

Hasta ahora hemos demostrado que Q(k) es el tiempo minimo para alcanzar la posicion k entre todas las
configuraciones que no visitan la posicién —1. En esta subseccidn extendemos el resultado al caso més
general: ninguna configuracién inicial, incluyendo aquellas cuya trayectoria descubre celdas en ambas

direcciones, puede descubrir k celdas nuevas en menos de Q(k) pasos.

Definicion 6.4. Sea x la posicion inicial de la cabeza. Decimos que una trayectoria es unbounded si en
algtn instante la cabeza visita una posicion estrictamente a la derecha de x y en otro instante visita una
posicién estrictamente a la izquierda de x. Si la posicién mds lejana visitada a la derecha es x + ¢ y la més
lejana a la izquierda es x — j, decimos que la trayectoria descubre ¢ celdas a la derecha y j celdas a la

izquierda, con c+ j = k.

Antes de enunciar el resultado principal, establecemos el siguiente lema auxiliar, que cuantifica

el costo minimo de explorar un segmento desde uno de sus extremos.

Lema 6.5 (Costo de segmento). Sea ¢ > 1. Para cualquier configuracion en la que la cabeza se encuen-

tra en un extremo de un segmento de { celdas no visitadas y debe alcanzar el otro extremo del mismo
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segmento, el tiempo necesario es al menos Q(¢).

Demostracion. Por simetria espacial, el problema de recorrer ¢ celdas hacia la izquierda desde el extremo
derecho es equivalente al de recorrer ¢ celdas hacia la derecha desde el extremo izquierdo. Este tltimo es
exactamente el problema analizado en la seccién anterior, cuyo tiempo minimo es Q(¢) =3+ T ({ —4),

demostrado por el andlisis de ramas. 0

Lema 6.6 (Costo de retorno). Sea j > 1. Si una trayectoria parte en x, alcanza primero la posicion x+c

y luego debe descubrir j celdas estrictamente a la izquierda de x, entonces el tiempo total es al menos

0(c) + 0lc + j).
Demostracion. Procedemos por induccion sobre j.

Base j = 1.

Sea ¢, el primer instante en que la cabeza alcanza x + c. Por el andlisis de ramas de la seccién anterior

(Caso 1), llegar a x + ¢ sin visitar el lado izquierdo requiere al menos Q(c) pasos, luego

te > Q(c).

A partir del instante 7., la cabeza se encuentra en x+- ¢ y atin no ha descubierto ninguna celda a la izquierda
de x. Para descubrir la celda x — 1, la cabeza debe recorrer el segmento [x — 1, x + ¢], que tiene longitud
¢+ 1, partiendo desde su extremo derecho. Por el Lema 6.5, ese recorrido requiere al menos Q(c + 1)
pasos adicionales. Por tanto

"> 1.4+ 0(c+1) > 0(c) +Qc+1),

que es la cota requerida para j = 1.

Paso inductivo.

Supongamos que el enunciado es cierto para algin j > 1, es decir, que toda trayectoria que parte en x,
alcanza x + ¢ y luego descubre j celdas a la izquierda, tarda al menos Q(c) + Q(c+ j).

Consideremos ahora una trayectoria que, tras las mismas condiciones, debe descubrir j+ 1 celdas
alaizquierda. Seat; el primer instante en que la celda x — j es descubierta. Por hipétesis inductiva aplicada

a la misma trayectoria hasta ese instante,

tj > Q(c)+0(c+J).
Para descubrir la celda adicional x — (j+ 1), la cabeza se encuentra en alguna posicién del segmento
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[x— j, x+c] en el instante ¢;. Debe extenderse una posicion mas hacia la izquierda, cubriendo el segmento
[x—(j+1),x+c] delongitud ¢+ j+ 1 desde el extremo derecho. Por el Lema 6.5, ese recorrido adicional
requiere al menos Q(c+ j+ 1) pasos.
Sin embargo, observamos que desde el instante 7. la cabeza debe adn alcanzar x — (j+ 1). El
tiempo restante satisface
£t > Qe+ j+1),

por aplicacién del Lema 6.5 al segmento completo [x — (j+ 1), x+ ¢] de longitud ¢+ j+ 1 partiendo

desde x+ c. Sumando con 7, > Q(c), se obtiene
"2 Q(c)+Q(c+j+1),

que es la cota requerida para j+ 1. O

Teorema 6.7 (Optimalidad global de Q(k)). Para todo k > 1, toda configuracion inicial que descubre
k celdas nuevas tarda al menos Q(k) pasos. En particular, ninguna trayectoria zigzag puede igualar el

tiempo de la configuracion optima.

Demostracion. Sea % una configuracion inicial arbitraria, sea x la posicion inicial de la cabeza, y sea t*
el primer instante en que la trayectoria ha descubierto exactamente k posiciones nuevas. Distinguimos

dos casos.

Caso 1: la trayectoria no es unbounded.

La cabeza permanece en un solo lado de x y debe alcanzar la posicion x + k (o x — k por simetria). Por el

andlisis de ramas de la seccioén anterior, el tiempo minimo es exactamente
Q(k) =3+T(k—4),

alcanzado Unicamente por las familias 6ptimas
1 00 -0 o 1 00 -0
3G 1G’ '

Caso 2: la trayectoria es unbounded.

Por tanto t* > Q(k).

La trayectoria descubre ¢ > 1 celdas a la derechay j > 1 celdas a la izquierda, con ¢+ j = k. Sin pérdida
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de generalidad, supongamos que la trayectoria alcanza primero el lado derecho; el otro orden es andlogo
por simetria espacial.

Por el Lema 6.6 aplicado con estos valores de c y j, el tiempo total satisface

£ > 0(c) + 0(c+j) = 0(c) + 0 (k).

Como ¢ > 1, se tiene Q(c) > Q(1) = 1 por la Observacion 6.2 (valor verificado directamente, sin recurrir
ala férmula 3+ T (k — 4), que solo aplica para k > 4), y por tanto * > Q(k) + 1 > Q(k).

Ninguna trayectoria unbounded puede alcanzar el tiempo 6ptimo Q(k).

En ambos casos t* > Q(k), con igualdad solo en el Caso 1 para las familias 6ptimas. Por tanto,
Q(k) es el tiempo minimo global para descubrir k celdas nuevas en binSMART, independientemente de

la direccién en que se exploren. O
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Capitulo 7

Discusion

7.1 Sobre la construccion de la toolbox

El desarrollo de la toolbox de esta tesis se basa en dos antecedentes complementarios. Por una parte, el
Lemma 1 de BINSMART [4] proporciona la descripcion cualitativa de los ocho movimientos elementales
de la maquina. Dicho lema demuestra, mediante induccién sobre n, que los movimientos D (n), G (n),
D (n), G| (n), D3(n), G3(n), D5(n) y G5(n) ocurren efectivamente, pero no cuantifica el nimero de pasos
necesarios para realizar cada transicién.

Por otra parte, el trabajo sobre la dindmica de SMART presentado en [14] constituye el anteceden-
te metodoldgico directo de esta investigacién. En dicho trabajo, los movimientos cualitativos de SMART
se reformulan mediante funciones que expresan su costo temporal exacto. Esta reformulaciéon permite
utilizar la estructura recursiva de los movimientos para obtener férmulas cerradas mediante induccién vy,
posteriormente, aplicar dichas férmulas al estudio de propiedades dindmicas mads finas, como la sincroni-
zacion de configuraciones en el contexto de weak mixing.

La toolbox desarrollada aqui adapta ese procedimiento al caso de BINSMART. En particular, se
toma la descomposicion recursiva de los movimientos establecida en [4] y se incorpora a cada submovi-
miento su costo temporal correspondiente. De esta manera, las transiciones de escala n se expresan como
composiciones de movimientos de escalas menores y de pasos elementales, cuya duracién puede sumarse
explicitamente. El resultado es la obtencién de las funciones cerradas 7' (n), M(n) y Z(n), que cuantifican
el costo temporal de los movimientos utilizados en el anélisis de BINSMART.

Por tanto, el aporte de esta tesis no consiste Unicamente en repetir la descripcion cualitativa de los
movimientos de [4], sino en extenderla mediante una cuantificacion temporal explicita. El procedimiento
utilizado sigue el enfoque metodoldgico de [14], pero se aplica a la maquina binaria y a los movimientos
especificos de BINSMART. Esta adaptacion permite utilizar posteriormente la toolbox para determinar el
tiempo minimo necesario para descubrir nuevas celdas de la cinta y para comparar trayectorias unidirec-

cionales con trayectorias que cambian de direccion.
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7.2 Sobre la velocidad logaritmica de binSMART

Resolviendo la recurrencia que define la toolbox, se obtiene la férmula cerrada

1

Q(k):3—|—T(k—4):6(—(—1)"_3+2"+1—|—3), T(n)=_ (—(=1)""+2" —15).

1
6
El término dominante de Q(k) es 2K*!; por tanto,

(k) = ©(2").

En consecuencia, el tiempo necesario para descubrir k celdas nuevas crece exponencialmente en funcién
de k. Al invertir esta relacion, se obtiene que el nimero mdximo de celdas nuevas descubiertas en tiempo

t satisface
m(t) =log,(t) + O(1).

Asi, la exploracién de BINSMART presenta crecimiento logaritmico en base 2 y, en particular, no tiene
velocidad positiva.

Este resultado permite situar a BINSMART dentro de la tricotomia propuesta en [7], que distingue
entre maquinas con movimiento acotado, maquinas aperiddicas distorsionadas y médquinas con velocidad

positiva. En el caso distorsionado, el crecimiento del soporte satisface las cotas

m(t) = Q(logt) y m(t) = 0<lotgt> .

Puesto que
m(t) = O(logt),

BINSMART se sitia en el extremo inferior de dicho régimen: alcanza el orden de crecimiento logaritmico
permitido por la cota inferior de la tricotomia.

El interés de este resultado no consiste en llenar un vacio respecto de la existencia de maquinas
con tal comportamiento, pues SMART ya proporciona un ejemplo de mdquina aperiddica y distorsionada
dentro de este marco. El aporte especifico para BINSMART consiste en obtener una caracterizacién cuan-
titativa explicita de su crecimiento mediante la funcién cerrada Q(k) y en demostrar que dicha funcién
corresponde al tiempo minimo global para descubrir k celdas nuevas. De este modo, BINSMART aporta
otro ejemplo concreto dentro del régimen distorsionado, ahora sobre un alfabeto binario, cuya tasa de

exploracién queda determinada con precision aritmética a partir de la toolbox desarrollada en esta tesis.
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7.3 Sobre el camino abierto hacia weak mixing

El resultado de Q(k) y su optimalidad frente a trayectorias unbounded no demuestran que BINSMART
sea weak mixing, pero si constituyen el fundamento cuantitativo necesario para abordar esa pregunta:
la técnica de embedding utilizada por Torres-Avilés para demostrar weak mixing en SMART requiere
sincronizar dos configuraciones locales distintas dentro de una ventana de tiempo comin [14], y dicha
sincronizacién exige conocer exactamente cuantos pasos toma cada movimiento involucrado —precisa-
mente la informacidn que esta tesis aporta para BINSMART y que el Lemma 1 original de [4] no proveia.

Cabe sefialar que existe una via alternativa, de naturaleza puramente algebraica, para responder
la misma pregunta: dado que el t-shift de BINSMART es la clausura del punto fijo de una sustitucién
primitiva o (Teorema 3 de [4]), es posible estudiar weak mixing mediante el andlisis espectral de la matriz
de sustitucién asociada a o, examinando si sus valores propios distintos del valor de Perron-Frobenius
son o no raices de la unidad. Esta via no requiere ningin andlisis cuantitativo de tiempos de recorrido y
es, en principio, independiente del enfoque desarrollado en esta tesis. Ambos caminos —el cuantitativo,
via la toolbox aqui construida, y el algebraico, via la matriz de sustitucién— quedan abiertos como lineas
de trabajo futuro, y no es evidente a priori cudl resultaria mds directo para BINSMART.

Mas alld de weak mixing, la toolbox abre también la puerta a estudiar la mezcla topoldgica
(topological mixing) de BINSMART, una propiedad estrictamente mds fuerte que weak mixing dentro
de la jerarquia revisada en el Capitulo 2 [14]. Es importante notar que ni siquiera para SMART se ha
determinado si la mdquina es topolégicamente mixing —el resultado de [14] establece weak mixing,
pero no mixing topolégico—, de modo que abordar esta propiedad en BINSMART no solo responderia
una pregunta abierta sobre esta miquina en particular, sino que se adelantaria a una pregunta que ni

siquiera ha sido resuelta para su maquina de origen.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1 Sintesis de resultados

Esta tesis desarrollé una toolbox analitica que cuantifica, mediante férmulas cerradas demostradas por
induccidn, el costo temporal exacto de los ocho movimientos elementales que el Lemma 1 [4] solo certi-

ficaba de forma cualitativa. Los resultados centrales obtenidos son:

* Toolbox cuantitativa. Las funciones cerradas T'(n), M(n) y Z(n) (Lemas 6.1-6.3) cuantifican el
costo exacto de cada uno de los ocho movimientos elementales de binSMART, cerrando la laguna

dejada por el Lemma 1 puramente existencial [4].

 Tiempo minimo global Q(k). A partir de la toolbox se determiné el tiempo minimo Q(k) =
3+ T(k —4) necesario para que binSMART descubra k celdas nuevas de la cinta, identificando
explicitamente las familias de configuraciones dptimas que lo alcanzan (Seccién 6.2), y estable-
ciendo mediante los lemas de costo de segmento y costo de retorno (Lemas 6.5 y 6.6) que ninguna

trayectoria unbounded puede igualar dicho tiempo (Teorema 6.7).

* Velocidad logaritmica. Puesto que Q(k) = ®(2%), se obtiene m(t) = ©(log,t): binSMART cons-
tituye un ejemplo explicito y cuantificado —no solo un argumento de existencia— de mdaquina
minima aperiddica que satura la cota inferior del régimen distorsionado en la tricotomia de Guillon
y Salo [7], respondiendo asi a la pregunta que dichos autores dejan explicitamente abierta sobre

qué tasas de crecimiento intermedio son efectivamente realizables.

Estos resultados confirman la hipdtesis planteada en el Capitulo 4: existe una familia de con-
figuraciones 6ptima, expresable mediante una férmula cerrada dependiente de k, y esta optimalidad se

sostiene a nivel global y no solo dentro de una clase restringida de trayectorias.
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8.2 Alcance y limitaciones

Como se establecié en el Capitulo 3, esta tesis se restringié deliberadamente a construir el fundamento
cuantitativo —la toolbox y la funcién Q(k)— y no abordé la demostracién ni refutacién de que binS-
MART sea weak mixing. Esta limitacién no es un vacio accidental, sino una decisién de alcance: la
técnica de embedding empleada por [14] para demostrar weak mixing en SMART exige sincronizar dos
configuraciones locales distintas dentro de una ventana de tiempo comtn, y dicha sincronizacién requiere
precisamente el tipo de cuantificacién temporal exacta que esta tesis aporta para binSMART. La tool-
box construida es, por tanto, condicién necesaria —aunque no suficiente— para abordar weak mixing en
binSMART.

8.3 Recomendaciones para trabajo futuro

A partir de los resultados obtenidos, se identifican dos lineas de investigacion concretas y complementa-

rias:

1. Via cuantitativa (embedding). Emplear la toolbox construida en esta tesis para replicar sobre
binSMART la técnica de embedding aplicada por [14] sobre SMART, sincronizando pares de con-
figuraciones locales dentro de una ventana de tiempo comin mediante las férmulas 7'(n), M(n),
Z(n) y Q(k) aqui demostradas, con el objetivo de determinar si binSMART es topolégicamente

débilmente mezclante en su modelo TMT.

2. Via algebraica (espectral). Dado que el ¢-shift de binSMART es la clausura del punto fijo de una
sustitucién primitiva o (Teorema 3 [4], [Coversacion personal]), explorar si sus valores propios
distintos del valor propio de Perron-Frobenius son o no raices de la unidad —una via independiente
que no requiere andlisis cuantitativo de tiempos de recorrido, y que podria resultar mas directa que

el enfoque combinatorio de esta tesis.

3. Mixing topologico. Mis alld de weak mixing, se recomienda explorar la propiedad de mezcla
topoldgica (topological mixing) en binSMART, estrictamente mds fuerte dentro de la jerarquia
revisada en el Capitulo 2. Cabe destacar que ni siquiera para SMART se ha determinado si la
madquina es topoldgicamente mixing —el resultado de [14] establece inicamente weak mixing—,
de modo que resolver esta pregunta para binSMART se adelantaria a una cuestion abierta incluso

para su maquina de origen.

4. Generalizacion del marco analitico. Explorar si la metodologia de esta tesis —convertir un Lem-
ma de existencia cualitativo en una toolbox de costos temporales cerrados, demostrados por induc-

cién— es extensible a otras mdquinas de Turing binarias aperiddicas y reversibles, mds alld del
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caso particular de la velocidad de exploracién aqui abordado.
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